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Gubanje tanke krožne plošče na elastičnem substratu
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Winklerjeva podlaga
Gubanje je pojav, ki je prisoten pri problemih stabilnosti. Čeprav nezaželen na makro
skali, lahko zanj najdemo potencialno uporabo na mikro skali. Več modelov je bilo že
razvitih za opis gubanja, vendar primanjkuje takih, ki bi podali enostave analitično
rešljive zveze za določitev osnovnih značilnosti sistemov, kjer se gubanje lahko pojavi.
Take zveze so možne le za primere z enostavno geometrijo in napetostno porazdelitvijo.
Eno takšno konfiguracijo analiziramo v zaključni nalogi. Obravnavamo gubanje filma
krožne oblike na substratu, ki je enakomerno obremenjen po robu. Razvit je mate-
matičen model gubanja plošče, ki temelji na von Kármánovi teoriji znatnih premikov,
s katerim nato preučimo mehansko stabilnost plošče na elastični podlagi. Izpeljana
je splošna diferencialna enačba gubanja, iz katere je nato določena pogojna enačba
stabilnosti plošče, ki jo uporabimo za izpeljavo izraza za določitev kritične napetosti.
Napovedi in rezultate teorije nato primerjamo s simulacijami v programu Abaqus. Iz-
vedemo več simulacij, pri katerih spreminjamo debelino plošče in njen elastični modul.
Ugotovimo, da se rezultati med teoretično idealnim modelom in simulacijami nekoliko
razlikujejo.
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Abstract
UDC 519.876.5:621.981(043.2)
No.: UN I/1246
Wrinkling of a thin circular plate on an elastic substrate
Aljaž Robek
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Wrinkling is a phenomenon associated with problems of stability. Although being an
unwelcome occurence on macroscale examples, potential use can be found on the mi-
croscale. Quite a few models describing wrinkling have been developed, yet few give
simple, analitically solvable expressions for determining the properties of wrinkling.
Such relations are possible for configurations with simple geometries and stress dis-
tributions. One such example is analysed in this work. We investigate wrinkling of
a circular film on a substrate, evenly loaded at the edge. A mathematical model for
wrinkling of thin circular plates, which is based on von Kármán plate theory, is derived
as a tool for predicting its mechanical properties. The general differential equation is
derived, from wich the stability equation and the expression for the critical stress fol-
low. The model’s predictions and results are then compared with simulations that were
done in Abaqus. We run a few simulations where we vary the thickness of the plate and
its Young’s modulus. Some differences are found between the results obtained from
the model and the simulations.
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Okraǰsava Pomen
DE diferencialna enačba
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1 Uvod
1.1 Ozadje problema
1.1.1 Osnovni koncepti
Gubanje se pojavi kot valovita deformacija površine telesa ob prisotnosti tlačne obre-
menitve in neskladnosti materialnih ali napetostnih lastnosti telesa. Pri tem se tvorijo
periodični ali kvaziperiodični vzorci. Telo, na katerem se pojavi gubanje, običajno raz-
delimo na film, ki predstavlja lupino z debelino mnogo manǰso od ostalih dveh dimenzij,
in osnovo oziroma substrat, na katerega je film pritrjen. Kadar ima površina začetno
ukrivljenost, govorimo o gubanju lupin, sicer govorimo o gubanju plošč. Takšen model
je bil uporabljen v zaključni nalogi, vendar ni splošen. Sloj, ki predstavlja film, je
lahko iz več plasti. Prav tako je lahko film obdan s substratom z obeh strani. Poleg
zahteve, da je obremenitev tlačna, mora film imeti večji elastični modul od substrata,
sicer se pojavijo brazde namesto gub. Je izrazito trorazsežnostni pojav, ki je v splošni
obliki zelo kompleksen ter težko opisljiv s preprostimi (in analitično rešljivimi) mate-
matičnimi modeli. Ga je pa s pravilno izbranimi predpostavkami o geometriji gubanega
materiala možno poenostaviti in tudi opisati analitično.
Slika 1.1: Skica (a) začetnega stanja, kateremu lahko sledi (b) pojav gub ali (c) pojav
brazd [1].
Najpogosteǰsi vzorci, ki jih srečamo pri gubanju, so treh oblik. Najenostavneǰsega
predstavljajo ravne proge. Te se pojavijo, če je film obremenjen le v eni smeri. Če je
obremenitev izotropna, lahko pod določenimi pogoji opazimo cikcakasti vzorec [2]. V
splošnem obremenitev na film ni tako enostavna, zato se pojavi kvaziperiodičen vzorec,
kakor je prikazan na sliki 1.2. Čeprav je vzorec običajno kompleksen, lahko s frekvenčno
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analizo profila ugotovimo, da je prevladujoča le ena valovna dolžina. To ugotovitev je
teoretično utemeljil Biot [3].
Slika 1.2: Pogosti vzorci pri gubanju: (a) proge, (b) cikcakasti vzorec in (c)
kvaziperiodičen vzorec [4].
1.1.2 Gubanje v naravi
V naravi se gubanje pojavi na širokem geometrijskem območju, od gubanja grafena
na mikro skali [5] do deformacij slojev kamnin v tektoniki na makroskali [6]. Čeprav
so vzroki gubanja različni, so enačbe, ki opisujejo naštete pojave, podobne tistim, ki
opisujejo uklon lupin. Pogosto je vzrok geometrijskega značaja, ko je prisotna omejitev
širjenja (npr. rast biološkega materiala) ali krčenja materiala (npr. sušenje). Zaradi
ovire se mora lupina deformirati izven svoje ravnine, da se napetost v njej zmanǰsa.
Primera sta prikazana na sliki 1.3.
(a) (b)
Slika 1.3: (a) Gubanje zaradi rasti bakterijskega filma [7] in (b) gubanje lupine
graha [8].
Gubanje je prisotno tudi pri razvoju človeškega telesa. Najbolj znana primera sta gu-
banje črevesja in rast možganov [9]. Ta pojav služi kot način povečevanja površine
organa v omejenem prostoru. Dobro preučen je primer rasti bakterijskega biofilma.
Tvori se, kadar je bakterijska kolonija podrejena neugodnim razmeram, kot na pri-
mer pomanjkanju vode ali prisotnosti antibiotika. Da preživijo, tvorijo kompleksno
strukturo, kjer se celice obdajo z lepljivim medijem in se tako med seboj povežejo.
Novonastala struktura ima biološke lastnosti podobne tkivu, z mehanskega vidika pa
jo lahko obravnavamo kot lupino. Biofilmi se lahko pojavijo kot posledica infekcij na
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orodjih in vsadkih v medicinski tehniki [10, 11], zato je preučevanje njihovega razvoja
uporabno za preprečevanje obolenj.
V industriji je gubanje, ki se pojavi na nivoju centimetrov in metrov, nezaželjeno, saj
se pojavi, ko konstrukcija odpove in izgubi svojo nosilno funkcijo. Pojav je najbolj
očiten pri tankostenskih strukturah, kot je prikazano na sliki 1.4.
Slika 1.4: Primer odpovedi tankostenskega nosilca [12].
Pri omenjenih velikostnih razredih je gubanje nepredvidljivo in zahtevno nadzorovati,
zato se raziskave osredotočajo na gubanje na mikro in nano nivoju. Naključno gubanje
so izkoristili za merjenje materialnih lastnosti preizkušancev [13], vendar se raziskave
osredotočajo na vzpostavitev takšnih pogojev, da je gubanje predvidljivo in nadzo-
rovano. Glavni problem je neponovljivost gubanega vzorca. To lastnost omilimo, če
izdelamo film in substrat s primerljivimi ali manǰsimi dimenzijami od valove dolžine
gub [5], ali če omejimo obremenitev na eno ali dve osi. S slednjim načinom so raziskali
možnost tvorbe periodičnih vzorcev kot način za obdelavo površin in kot metodo za
organizacijo koloidnih delcev [5, 14].
1.2 Cilji naloge
Na začetku naloge je prikazana izpeljava enačbe za gubanje tanke krožne plošče na
elastični podlagi, ki znotraj predpostavk opisuje deformacijo filma na elastičnem sub-
stratu. Glavni namen matematičnega modela je določitev karakteristične valovne
dolžine gub in kritične sile, pri kateri plošča izgubi stabilnost in se začne gubati. V
drugem delu naloge bo prikazana primerjava z numeričnimi simulacijami. Za preverbo
veljavnosti bo simulacija izvedena v programu Abaqus z modelom enakih geometrijskih
in materialnih lastnosti.
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2 Teoretične osnove
2.1 Osnove stabilnosti
Osredotočimo se najprej na enostaven primer stabilnosti. Za demonstracijo obrav-
navajmo deformacijo pokončnega nosilca, konzolno vpetega na spodnjem delu, ki je
obremenjen s tlačno osno silo, kot je prikazano na sliki 2.1.
Iz predpostavk teorije I. reda je možno razbrati, da so deformacije in napetosti v
nosilcu sorazmerne obremenitvi. Iz te teorije sledi tudi, da majhne spremembe velikosti
obremenitve ne vplivajo znatno na končno stanje. Poleg tega bo imel nosilec vedno
le eno končno konfiguracijo glede na dane pogoje. Za dani primer bi veljalo, da bi
se nosilec samo kraǰsal. Pri Trdnosti so nas zanimale tiste vrednosti obremenitev in
pomikov, pri katerim se je nosilec toliko deformiral, da je izgubil svojo nosilno funkcijo
zaradi prehoda materiala iz elastične v plastično deformacijo.
Slika 2.1: (a) Skica nosilca pri podkritični obremenitvi ter (b) tri možne konfiguracije
pri nadkritični obremenitvi.
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Ko obravnavamo vitke oziroma tankostenske konstrukcije, ta teorija ne vzdrži. Iz
eksperimentov opazimo, da lahko konstrukcija izgubi svojo nosilno funkcijo pri sili,
ki je znatno manǰsa od tiste, ki jo napovejo enačbe trdnosti. Po začetni deformaciji
nosilca, ki se še ujema z napovedni teorije I. reda, se pojavi uklon. Opazimo, da
pri določeni kritični vrednosti osne sile, nosilec izgubi stabilnost. V tem trenutku
se deformacija povečuje, čeprav obremenitev ostane nespremenjena. Tej obremenitvi
pravimo kritična obremenitev. Takrat sistem preide iz stabilnega stanja v nestabilno
(primer je prikazan na sliki 2.1). Nosilec se sicer lahko še naprej samo krči (lega
(ii)), vendar je ta konfiguracija sedaj labilna. Vsaka najmanǰsa sprememba, bodisi v
geometriji bodisi v naravi obremenitve, bo povzročila, da se bo nosilec uklonil. Kako se
bo uklonil sedaj ni očitno, saj obstaja več stabilnih konfiguracij (lega (i) ali lega (iii)).
V nasprotju s teorijo Trdnosti, ki je bila omenjena na začetku poglavja, se pri stabilnosti
srečamo s sistemi, ki imajo več stabilnih konfiguracij. Pogosto ne vemo, v katero bo
zašel. Kadar se pojavi več možnih konfiguracij, pravimo, da se je pojavila bifurkacija.
Pri nosilcu se ta pojavi, ko osna sila doseže kritično vrednost Fkrit. Točki, iz katere
lahko izhaja več stanj, pravimo bifurkacijska točka oziroma točka razvejitve [15,16].
Slika 2.2: Prikaz bifurkacije.
2.2 Upogib tankih plošč po Kirchhoff-Love
Primer stabilnosti vitkega nosilca je možno posplošiti, da lahko preučujemo stabilnost
plošč. Problem gubanja plošče na elastičnem substratu je primerljiv problemu upogiba
plošč, zato bo v dani zaključni nalogi uporabljen matematičen model, ki je bil razviti
za reševanje teh. V strojnǐstvu se najpogosteje uporabljata Kirchhoffova, ki predsta-
vlja razširitev Euler-Bernoullijeve teorije upogiba nosilca, in Midlin-Reissner-jeva. Za
izhodǐsče se bo tukaj uporabila prva, saj opisuje upogib tankih plošč, kjer je debe-
lina mnogo manǰsa od preostalih dimenzij. Za film na substratu lahko predpostavimo
takšno geometrijo. V osnovi je uklon plošč trodimenzionalen problem. Za dane teorije
plošč je pa značilno, da je s pravilno izbranimi predpostavkami možna pretvorba na
dvodimenzionalno obliko.
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Definiramo ploščo s koordinatnim sistemom, kot je prikazano na sliki 2.3.
Slika 2.3: Skica plošče.
V nadaljevanju bomo komponente koordinat označevali z indeksoma α in β, ki bosta
imela vrednosti 1 ali 2. Pomik točke na nevtralni ploskvi plošče po upogibu tako
označimo kot uα. Pomik v smeri x3-koordinate bo označen ločeno, s črko w.
Po linearni Kirchhoffovi teoriji veljajo naslednje predpostavke [17]:
i) Plošča je tanka: h ≪ R0
ii) Debelina plošče ostane nespremenjena po deformaciji.
iii) Ravnine pravokotne na nevtralno ravnino po deformaciji ostanejo ravne in pra-
vokotne na nevtralno ravnino.
iv) Premik w je neodvisen od x3-koordinate.
v) Premik je pravokoten glede na ravnino plošče in primerljivega velikostnega reda
kot debelina plošče w ∼ 10h.
Iz zgornjih predpostavk sledi enačba upogiba plošče:
D w,ααββ = q , (2.1)
kjer je D = Eh
3
12(1−ν2) upogibna togost plošče, w = w(x1, x2) predstavlja odmik, ki
je pravokoten na ravnino plošče. q je porazdeljena prečna sila, ki je pravokotna na
ravnino plošče.
Linearna Kirchhoffova teorija predpostavlja, da notranje membranske napetosti, ki
delujejo v ravnini plošče, ne vplivajo na upogib plošče. To za dani primer filma na sub-
stratu ne velja, zato bo za natančneǰsi popis stanja uporabljena Föppl-von Kármánova
teorija uklona plošč, ki je nadgraditev teorije po Kirchhoffu.
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2.3 Deformacije plošč po von Kármánu
Enačba za uklon tanke plošče po von Karmanovi teoriji je sledeča [18]:
D w,ααββ − h σαβw,αβ = q , (2.2)
kjer je h debelina plošče in σαβ Cauchyjev napetostni tenzor. Prva enačba predstavlja
ravnovesje momentov. Ima podobno obliko kot enačba (2.1), le da je dodan člen, ki
predstavlja prispevek membranskih sil k upogibu. Enačbo (2.2) združimo z enačbo za
ravnovesje sil, da dobimo sistem dveh diferencialnih enačb. Enačba za ravnovesje sil
je:
∂σαβ
∂xβ
= 0 . (2.3)
Enačbam (2.2) in (2.3) pravimo tudi Föppl–von Kármánovi enačbi.
2.4 Winklerjeva podlaga
Da bo model upošteval tudi vpliv substrata na deformacijo filma, bomo uporabili apro-
ksimacijo, in sicer Winklerjev model elastične podlage. Skica podlage po Winklerju je
prikazana na sliki 2.4. Pri tem modelu predpostavimo, da je reakcijska sila v vsaki točki
plošče sorazmerna njenemu odmiku od začetne lege. Vzmeti, s katerimi ponazorimo
povezavo med ploščo in podlago, so linearne in medsebojno neodvisne. Deformacija ene
točke podlage ne vpliva na deformacijo sosednje, saj niso povezane med seboj. Vpliv
se pozna le preko deformacije plošče, saj je površina te zvezna [19]. Reakcijska sila je
p(x1,x2) = k w(x1,x2) , (2.4)
kjer je k koeficient podlage.
Slika 2.4: Skica Winklerjeve podlage.
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2.4.1 Določitev koeficienta podlage
Koeficient podlage nam ponavadi ni znan, zato ge je potrebno določiti. Enačbe za
določitev koeficienta podlage so [20]:
λt = 2πh
3
√︄
1
3
Ef̄
E∗s̄
, (2.5)
Ef̄ =
Ef
1− ν2f
, (2.6)
Es̄ =
Es
1− ν2s
, (2.7)
E∗s
¯ =
4Es̄ (1− νs)2
3− 4νs
, (2.8)
k = E∗s
¯ π
λt
. (2.9)
Najprej določimo parametre Ef̄ , Es̄ in Es̄, da lahko izračunamo λt. Enačba (2.5) poda
valovno dolžino gub filma. Pri izpeljavi te enačbe je bilo predpostavljeno, da je film
razporejen na neskončni ravni podlagi. Iz dobljenih vrednosti nato določimo koeficient
podlage.
2.5 Definicija in poenostavitev osnovne enačbe
Obravnavamo krožno ploščo, ki je enakomerno obremenjena po obodu, kot je prikazano
na sliki 2.5. Sila deluje v ravnini plošče, simetrično glede na nevtralno ravnino. Če to ne
bi veljalo, bi se na robu pojavil še moment. Ponovno zapǐsimo Föppl–von Kármánovi
enačbi. Upoštevamo, da prečne obremenitve ni.
Dw,ααββ − hσαβw,αβ = 0 (2.10)
∂σαβ
∂xβ
= 0 (2.11)
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Slika 2.5: Skica krožne plošče.
Odmik w in napetostni tenzor zapǐsemo v polarnih koordinatah:
w = w(r, θ) (2.12)
σ =
[︃
σrr σrθ
σθr σθθ
]︃
(2.13)
Razpǐsemo tudi enačbo (2.3) v polarnih koordinatah:
∂σrr
∂r
+
1
r
∂σrθ
∂θ
+
σrr − σθθ
r
= 0 (2.14)
∂σrθ
∂r
+
1
r
(︃
∂σθθ
∂θ
+ 2σrθ
)︃
= 0 (2.15)
Zaradi narave obremenitve (osna simetrija), lahko napetostnemu stanju pripǐsemo
sledeče lastnosti. Za izvendiagonalna elementa velja σrθ = σθr = 0. Sistem enačb
se tako poenostavi:
∂σrr
∂r
+
σrr − σθθ
r
= 0 . (2.16)
Ker plošča ne vsebuje luknje, velja za diagonalna elementa σrr = σθθ = σ = konst. [21].
Cauchyjev napetostni tenzor dobi tako preprosteǰso obliko:
σ =
[︃
σ 0
0 σ
]︃
. (2.17)
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Teoretične osnove
Z upoštevanjem poenostavitev v tenzorju (2.17) dobi enačba (2.2) naslednjo obliko:
D w,ααββ − hσ w,αα = 0 . (2.18)
Prvi člen vsebuje biharmonični operator w,ααββ = ∇4w. Opazimo tudi, da drugi člen
vsebuje Laplacev operator w,αα = ∇2w. Definiramo σh = N ter upoštevamo, da je sila
tlačna N = −|N |:
D ∇4w +N ∇2w = 0 . (2.19)
To je linearizirana Föppl–von Kármánova enačba.
2.6 Upoštevanje Winklerjeve podlage
Dobljeni enačbi dodamo člen, ki predstavlja vpliv Winklerjeve podlage:
D ∇4w +N ∇2w + k w = 0 . (2.20)
Enačbo delimo z D in definiramo nova parametra:
ND =
N
D
, (2.21)
kD =
k
D
, (2.22)
∇4w +ND ∇2w + kD w = 0 . (2.23)
Ker v zgornji diferencialni enačbi nastopajo samo linearni matematični operatorji, jo
lahko po operatorjih razstavimo kot polinom četrtega reda:
(︄
∆+
ND
2
+
√︃
N2D
4
− kD
)︄(︄
∆+
ND
2
−
√︃
N2D
4
− kD
)︄
w = 0 . (2.24)
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Definiramo parametra χ1 in χ2:
χ1 =
ND
2
+
√︃
N2D
4
− kD , (2.25)
χ2 =
ND
2
−
√︃
N2D
4
− kD , (2.26)
da dobimo bolj kompaktno obliko:
(∆ + χ1) (∆ + χ2)w = 0 . (2.27)
Sedaj definirajmo novo funkcijo w1 = (∆ + χ2)w. Vstavimo jo v enačbo (2.27):
(∆ + χ1)w1 = 0 . (2.28)
Rešitev enačbe (2.28) predstavljajo lastne funkcije Helmholtzovega operatorja ∆+χ1.
Ker v enačbi (2.27) velja komutativnost med diferencialnima operatorjema, je
(∆ + χ1) (∆ + χ2)w = (∆ + χ2) (∆ + χ1)w, lahko na enak način zapǐsemo še
(∆ + χ2)w2 = 0 , (2.29)
kjer je w2 = (∆ + χ1)w. Če enačbi (2.28) in (2.29) rešimo, dobimo dva nabora rešitev.
Vsak zase reši enačbo (2.28) oziroma enačbo (2.29). Iz definicij funkcij w1 in w2 pa sledi,
da oba rešita enačbo (2.27). To pomeni, da je splošna rešitev (2.27) enaka seštevku
rešitev (2.28) in (2.29):
w(r, θ) = w1(r, θ) + w2(r, θ) , (2.30)
kjer sta w1(r, θ) in w2(r, θ) rešitvi Helmholtzovih diferencialnih enačb:
∆w1 + χ1w1 = 0 ,
∆w2 + χ2w2 = 0 .
(2.31)
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2.7 Splošna rešitev
Vzamemo eno izmed enačb (2.31) in jo razpǐsemo:
∂2w1
∂r2
+
1
r
∂w1
∂r
+
1
r2
∂2w1
∂θ2
+ χ1w1 = 0 . (2.32)
Predpostavimo, da je rešitev sledeče oblike:
w1(r,θ) = Rn(r)Θn(θ) . (2.33)
Nastavek vstavimo v enačbo (2.32):
R′′nΘn +
1
r
R′nΘn +
1
r2
RnΘ
′′
n + χ1RnΘn = 0 . (2.34)
Enačbo (2.34) množimo z r2, delimo z Rn(r)Θn(θ) in preoblikujemo:
r2
R′′n
Rn
+ r
R′n
Rn
+ χ1r
2 = −Θ
′′
n
Θn
. (2.35)
Opazimo, da leva stran enačbe (2.35) vsebuje le člene, ki so odvisni od koordinate r.
Desna stran je medtem odvisna le od koordinate θ. Da enakost vzdrži, mora veljati:
r2
R′′n
Rn
+ r
R′n
Rn
+ χ1r
2 = n2 , (2.36)
−Θ
′′
n
Θn
= n2 , (2.37)
kjer je n2 konstanta. Sedaj lahko rešujemo vsako od enačb ločeno. Rešimo najprej za
radialni del Rn. Enačbo (2.36) pomnožimo z Rn in preoblikujemo:
r2R′′n + rR
′
n +
(︁
χ1r
2 − n2
)︁
Rn = 0 . (2.38)
To je splošna Besselova diferencialna enačba z rešitvijo:
Rn(r) = C1n Jn(
√
χ1 r) + C2n Yn(
√
χ1 r) , (2.39)
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kjer sta Jn in Yn Besselovi funkciji prve oziroma druge vrste, n-tega reda. C1n in C2n
sta poljubni konstanti, odvisni od robnih pogojev. Pri dobljeni rešitvi se lahko znebimo
enega člena, če upoštevamo, da mora biti pomik plošče v sredini končen. Za Besselovo
funkcijo druge vrste velja Yn(x) → −∞ ko x → 0. Da je rešitev fizikalno smiselna,
mora torej veljati C2n = 0:
Rn(r) = C1n Jn(
√
χ1 r) . (2.40)
Sedaj se lotimo še enačbe (2.37) in jo najprej preuredimo:
Θn + n
2Θ′′n = 0 . (2.41)
Splošno rešitev enačbe (2.41) predstavlja linearna kombinacija sinusov in kosinusov:
Θn(θ) = a1n cos(nθ) + b1n sin(nθ) , (2.42)
kjer je n je poljubno celo število. Pogoj n ∈ N mora veljati zaradi periodičnosti rešitve:
w(r,θ + 2π) = w(r,θ). Splošna oblika w1:
w1(r,θ) = Rn(r)Θn(θ) = C1n Jn(
√
χ1 r) (a1n cos(nθ) + b1n sin(nθ)) . (2.43)
Vsak člen izraza (2.43) ima tri konstante, ki so neposredno odvisne od robnih pogojev.
To so: C1n, a1n in b1n. Če upoštevamo simetričnost obremenitve, se lahko ene znebimo.
To storimo tako, da funkcijo Θn zapǐsemo v drugačni obliki. Definiramo dve novi
spremenljivki A1n in ϕn tako, da velja:
a1n = A1n cos(ϕn) ,
b1n = A1n sin(ϕn) .
(2.44)
Vstavimo v enačbo (2.42) in dobimo
Θn(θ) = a1n cos(nθ) + b1n sin(nθ)
= A1n cos(ϕn) cos(nθ) + A1n sin(ϕn) sin(nθ)
= A1n cos(nθ − ϕn) .
(2.45)
Do končnega izraza v (2.45) smo prǐsli z uporabo znane trigonometrične zveze. Vidimo,
da nam ena izmed konstant (ϕn) poda le zamik cirkularnega dela. Ta podatek je zaradi
osne simetrije obremenitve odvečen, zato ga lahko odstranimo in zapǐsemo w1 kot:
w1(r,θ) = Rn(r)Θn(θ) = D1n Jn(
√
χ1 r) cos(nθ) , (2.46)
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kjer je D1n = A1nC1n. Postopek ponovimo še za drugo izmed enačb (2.31), da dobimo
w2,
w2(r,θ) = D2m Jm(
√
χ2 r) cos(mθ) . (2.47)
Zapǐsimo sedaj w:
w(r, θ) = w1(r, θ) + w2(r, θ) , (2.48)
oziroma
w(r,θ) = D1n Jn(
√
χ1 r) cos(nθ) +D2m Jm(
√
χ2 r) cos(mθ) , (2.49)
kjer sta n,m ∈ N. Primer rešitve je za bolǰso predstavo prikazan na sliki 2.6.
Slika 2.6: Primer rešitve (2.49).
Splošni primer je prezahteven za analitično obravnavo, saj je med drugim tudi red
Besselove funkcije neznanka. Omejili se bomo na analizo osnosimetrične rešitve.
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2.8 Osnosimetrična rešitev
Določimo rešitev, ki je odvisna le od radija, torej velja w(r, θ) = w(r). Vzemimo prvo
izmed enačb (2.31) in jo razpǐsimo:
∂2w1
∂r2
+
1
r
∂w1
∂r
+ χ1w1 = 0 . (2.50)
Enačbo pomnožimo z r2:
r2
∂2w1
∂r2
+ r
∂w1
∂r
+ r2χ1w1 = 0 . (2.51)
To je poenostavljena Besselova diferencialna enačba z n = 0 in splošno rešitvijo:
w1(r) = C1 J0(
√
χ1 r) + C2 Y0(
√
χ1 r) , (2.52)
kjer sta J0 in Y0 Besselovi funkciji prve oziroma druge vrste. C1 in C2 sta poljubni kon-
stanti, odvisni od robnih pogojev. Postopek ponovimo za drugo enačbo, kjer dobimo:
w2(r) = C3 J0(
√
χ2 r) + C4 Y0(
√
χ2 r) . (2.53)
Po principu superpozicije je končna rešitev nato:
w(r) = w1(r) + w2(r) , (2.54)
oziroma
w(r) = C1 J0(
√
χ1 r) + C2 Y0(
√
χ1 r) + C3 J0(
√
χ2 r) + C4 Y0(
√
χ2 r) . (2.55)
Členov, ki vsebujeta funkcijo Y0(x), se lahko znebimo s podobnim argumentom kot pri
preǰsnjem poglavju. Na koncu dobimo:
w(r) = C1 J0(
√
χ1 r) + C2 J0(
√
χ2 r) . (2.56)
Za predstavo je primer rešitve prikazan na sliki 2.7 in 2.8.
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Slika 2.7: Primer rešitve (2.56).
Slika 2.8: Stranski pogled primera rešitve (2.56).
2.9 Osnosimetrična rešitev z robnimi pogoji
Upoštevamo naslednja robna pogoja, kjer je R0 radij plošče [18]:
w(R0, θ) = 0 , (2.57)
Mr(R0,θ) =
(︃
∂2w
∂r2
+ ν
1
r
∂w
∂r
)︃⃓⃓⃓⃓
r=R0
= 0 . (2.58)
V enačbi (2.57) in (2.58) vstavimo splošno rešitev. Za izračun odvodov upoštevamo
relaciji: J ′n(x) =
1
2
(Jn−1(x)− Jn+1(x)) in J ′′n(x)14 (Jn−2(x)− 2Jn(x) + Jn+2(x)).
C1 J0(
√
χ1 R0) + C2 J0(
√
χ2 R0) = 0 (2.59)
C1χ1
1
4
(J−2(
√
χ1 R0)− 2J0(
√
χ1 R0) + J2(
√
χ1 R0))+
+ C1
ν
R0
√
χ1
1
2
(J−1(
√
χ1 R0)− J1(
√
χ1 R0))+
+ C2χ2
1
4
(J−2(
√
χ2 R0)− 2J0(
√
χ2 R0) + J2(
√
χ2 R0))+
+ C2
ν
R0
√
χ2
1
2
(J−1(
√
χ2 R0)− J1(
√
χ2 R0)) = 0
(2.60)
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Izraz (2.60) lahko poenostavimo, če upoštevamo zvezo: J−n(x) = (−1)nJn(x).
C1χ1
1
2
(J2(
√
χ1 R0)− J0(
√
χ1 R0))− C1
ν
R0
√
χ1J1(
√
χ1 R0)+
+ C2χ2
1
2
(J2(
√
χ1 R0)− J0(
√
χ2 R0))− C2
ν
R0
√
χ2J1(
√
χ2 R0) = 0
(2.61)
Predpostavimo, da je radij veliko večji od valovne dolžine gub:
√
χ1 R0 ≫ 1. Tako
lahko uporabimo približek:
Jn(
√
χ1 r) ≈
√︄
2
π
√
χ1 r
cos
(︃
√
χ1 r −
π
2
(︃
n+
1
2
)︃)︃
. (2.62)
Aproksimacija (2.59):
C1
√︄
2
π
√
χ1 R0
cos
(︂√
χ1 R0 −
π
4
)︂
+ C2
√︄
2
π
√
χ2 R0
cos
(︂√
χ2 R0 −
π
4
)︂
= 0 (2.63)
Aproksimacija (2.61):
C1χ1
1
2
(︄√︄
2
π
√
χ1R0
cos
(︃
√
χ1R0 −
π
2
(︃
2 +
1
2
)︃)︃
−
√︄
2
π
√
χ1R0
cos
(︂√
χ1R0 −
π
4
)︂)︄
−
− C1
ν
R0
√
χ1
√︄
2
π
√
χ1R0
cos
(︃
√
χ1R0 −
π
2
(︃
1 +
1
2
)︃)︃
+
+ C2χ2
1
2
(︄√︄
2
π
√
χ2R0
cos
(︃
√
χ2R0 −
π
2
(︃
2 +
1
2
)︃)︃
−
√︄
2
π
√
χ2R0
cos
(︂√
χ2R0 −
π
4
)︂)︄
−
− C2
ν
R0
√
χ2
√︄
2
π
√
χ2R0
cos
(︃
√
χ2R0 −
π
2
(︃
1 +
1
2
)︃)︃
= 0
(2.64)
Uporabimo zvezi cos(x+ π) = − cos(x) in cos
(︁
x± π
2
)︁
= ∓ sin(x):
C1χ1
√︄
2
π
√
χ1R0
cos
(︂√
χ1R0 −
π
4
)︂
+ C1
ν
R0
√
χ1
√︄
2
π
√
χ1R0
sin
(︂√
χ1R0 −
π
4
)︂
+
+ C2χ2
√︄
2
π
√
χ2R0
cos
(︂√
χ2R0 −
π
4
)︂
+ C2
ν
R0
√
χ2
√︄
2
π
√
χ2R0
sin
(︂√
χ2R0 −
π
4
)︂
= 0
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(2.65)
Enačbi (2.63) in (2.65) predstavljata homogen sistem dveh enačb.
[︃
c11 c12
c21 c22
]︃ [︃
C1
C2
]︃
=
[︃
0
0
]︃
(2.66)
Elementi matrike so:
c11 =
√︄
2
π
√
χ1R0
cos
(︂√
χ1R0 −
π
4
)︂
,
c12 =
√︄
2
π
√
χ2R0
cos
(︂√
χ2R0 −
π
4
)︂
,
c21 = χ1
√︄
2
π
√
χ1R0
cos
(︂√
χ1R0 −
π
4
)︂
+
ν
R0
√
χ1
√︄
2
π
√
χ1R0
sin
(︂√
χ1R0 −
π
4
)︂
,
c22 = χ2
√︄
2
π
√
χ2R0
cos
(︂√
χ2R0 −
π
4
)︂
+
ν
R0
√
χ2
√︄
2
π
√
χ2R0
sin
(︂√
χ2R0 −
π
4
)︂
.
(2.67)
Da je sistem rešljiv, mora veljati:
⃓⃓⃓⃓
c11 c12
c21 c22
⃓⃓⃓⃓
= 0 . (2.68)
Determinanto razvijemo in poenostavimo:
ν
R0
√
χ1 tan
(︂√
χ1 R0 −
π
4
)︂
− ν
R0
√
χ2 tan
(︂√
χ2 R0 −
π
4
)︂
+ χ1 − χ2 = 0 . (2.69)
Enačba (2.69) je pogojna enačba osnosimetrične rešitve.
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2.10 Pogojna enačba
Enačbo (2.69) preoblikujemo:
√
χ1R0
(︂
ν sin
(︂√
χ1R0 −
π
4
)︂
+
√
χ1R0 cos
(︂√
χ1R0 −
π
4
)︂)︂
cos
(︂√
χ2R0 −
π
4
)︂
−
− √χ2R0
(︂
ν sin
(︂√
χ2R0 −
π
4
)︂
+
√
χ2R0 cos
(︂√
χ2R0 −
π
4
)︂)︂
cos
(︂√
χ1R0 −
π
4
)︂
= 0 .
(2.70)
Ena izmed možnih rešitev zgornje enačbe je
√
χ1 =
√
χ2, vendar nam ta ne koristi.
Naslednja možnost je pogoj:
cos
(︂√
χ1R0 −
π
4
)︂
= 0 ,
cos
(︂√
χ2R0 −
π
4
)︂
= 0 .
(2.71)
Sledi:
√
χ1R0 −
π
4
= nπ +
π
2
,
√
χ2R0 −
π
4
= nπ +
π
2
.
(2.72)
Preoblikujemo, vstavimo vrednosti za
√
χ1 in
√
χ2 ter kvadriramo:
ND
2
+
√︃
N2D
4
− kD =
(︃
π
R0
(︃
n+
3
4
)︃)︃2
,
ND
2
−
√︃
N2D
4
− kD =
(︃
π
R0
(︃
n+
3
4
)︃)︃2
.
(2.73)
Zgornji enačbi lahko zapǐsemo skupaj:
ND
2
±
√︃
N2D
4
− kD =
(︃
π
R0
(︃
n+
3
4
)︃)︃2
. (2.74)
Levo stran še enkrat kvadriramo in opazimo, da se začetni izraz ponovi v rezultatu.
Zamenjamo ga z desno stranjo izraza (2.74) in izpostavimo ND.
N(n) =
Dπ2
R20
(︃
n+
3
4
)︃2
+
kR20
π2
1(︁
n+ 3
4
)︁2 . (2.75)
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Če želimo določiti število pol-valov, enačbo najprej odvajano po n in jo nato pri opti-
mumu ñ enačimo z 0:
∂N
∂n
= 2
Dπ2
R20
(︃
n+
3
4
)︃
− 2kR
2
0
π2
1(︁
n+ 3
4
)︁3 = 0 , (2.76)
Dπ2
R20
(︃
ñ+
3
4
)︃
− kR
2
0
π2
1(︁
ñ+ 3
4
)︁3 = 0 . (2.77)
Izrazimo ñ:
ñ =
R0
π
4
√︃
k
D
− 3
4
. (2.78)
ñ je število celih pol-valov. Člen 3/4 je prisoten zaradi apoksimacije Besselove funkcije
s kosinusom.
2.11 Kritična napetost
Če enačbo (2.78) vstavimo v (2.75), dobimo vrednost kritične napetosti, pri kateri se
na plošči pojavijo gube.
σkrit =
2
h
√
kD . (2.79)
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3 Metodologija raziskave
3.1 Simulacije
Da smo preverili veljavnost teoretično izpeljanih enačb, smo v programu Abaqus izvedli
več simulacij gubanja plošče. Geometrijski model, ki je bil uporabljen, je skiciran na
sliki 3.1. Krožna plošča je ležala na valjastem substratu enakega premera kot plošča.
Skupna debelina obeh je bila 10 mm, premer pa 60 mm. Končni elementi, ki so
gradili ploščo in substrat so bili heksaedrični solid elementi. Pri oblikovanju mreže
smo stremeli k čim bolj naključni razporeditvi elementov, saj se je izkazalo, da ima ta
znaten vpliv na končen rezultat. Sama analiza je bila eksplicitna in dinamična. Na
začetku se je model le krčil, dokler ni bila dosežena kritična napetost, ko plošča zgubi
stabilnost. Takrat so se na površini pojavile gube in simulacija je bila ustavljena.
Slika 3.1: Skica modela.
Da smo iz dobljenih simulacij lahko razbrali valovno dolžino gub, smo na dobljenih
profilih večkrat pomerili razdaljo med sosednjimi vrhovi in izračunali povprečje. Z
enačbami, predstavljenimi v podpoglavju 2.4.1, smo nato izračunali še teoretično va-
lovno dolžino za simulirane primere.
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4 Rezultati
4.1 Variacija debeline plošče
Najprej so bile izvedene štiri simulacije, kjer smo spreminjali debelino plošče. Vrednosti
ostalih veličin so bile:
R0 = 60 mm
Ef = 4 MPa
νf = 0,5
Es = 0,35 MPa
νs = 0,5
(4.1)
Dobljeni profili so prikazani na sliki 4.1.
Slika 4.1: Profili izvedenih simulacij.
Iz profilov je razvidno, da je usmerjenost gub na robu modelov anizotropna. Prevladuje
gubanje, ki je usmerjeno pravokotno na radij modela. Šele proti notranjosti se srečamo
z naključno in bolj izotropno razporeditvijo gub. Opazimo tudi, da se valovna dolžina
ohranja, če se pomikamo od roba proti sredǐsču, saj se število gub glede na trenutni
radij zmanǰsuje.
Določimo kritične napetosti in valovne dolžine. Rezultati so podani v preglednici 4.1,
kjer so podane še relativne napake med analitično izračunanimi po enačbi (2.5) in
izmerjenini valovnimi dolžinami, ki smo jih dobili s pomočjo numeričnih simulacij.
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Rezultati
Preglednica 4.1: Izmerjene valovne dolžine gub in teoretično določene.
h [mm] 0,20 0,32 0,38 0,43
σt [MPa] 0,52 0,52 0,52 0,52
λm [mm] 2,66 3,77 4,55 5,02
λt [mm] 1,96 3,11 3,76 4,23
erλ [%] 26,3 17,5 17,3 15,7
Slika 4.2: Primerjava izmerjene in teoretične valovne dolžine.
4.2 Variacija elastičnega modula plošče
Pri drugen naboru simulacij smo spreminjali elastični modul plošče. Vrednosti ostalih
veličin so bile:
R0 = 60 mm
h = 0,2 mm
νf = 0,5
Es = 0,35 MPa
νs = 0,5
(4.2)
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Rezultati
Dobljeni profili so prikazani na sliki 4.3.
Slika 4.3: Profili izvedenih simulacij.
Izračumano še valovne dolžine in napetosti:
Preglednica 4.2: Izmerjene valovne dolžine gub in teoretično določene.
Ef [MPa] 16 28 40 100
σt [MPa] 0,82 0,96 1,11 1,51
λm [mm] 3,74 4,25 5,05 6,46
λt [mm] 3,12 3,75 4,23 5,74
er [%] 16,7 11,7 16,2 11,1
Slika 4.4: Primerjava izmerjene in teoretične valovne dolžine.
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5 Diskusija
Pri primerjavi valovnih dolžin opazimo, da se teoretične vrednosti ne ujemajo povsem
z izmerjenimi.
To lahko pojasnimo, če se ozremo na uporabljene predpostavke o naravi podlage.
Enačbe so bile izpeljane ob predpostavki, da lahko podlago modeliramo kot po Win-
klerju. Izkazalo se je da to ne velja. Simulacija s solid elementi je obravnavala podlago
kot kontinuum, medtem ko smo mi predpostavili, da deformacija ene točke podlage ne
vpliva na sosednje.
Winklerjev model se v osnovi uporablja za enodimenzionalne primere oziroma kjer so,
z izjemo ene, ostale dimenzije zanemarljivo majhne. Pri takem primeru zanemarimo le
vpliv dveh sosednjih točk podlage. Če model razširimo na dve dimenziji, zanemarimo
vpliv vseh točk, ki se nahajajo okoli določene točke podlage.
Lahko pa z grafov opazimo, da je potek vrednosti sorazmeren. Prisotna je le zamik v
smeri ordinate.
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6 Zaključki
V zaključni nalogi smo:
1. Izpeljali pogojno enačbo za gubanje krožne plošče na elastičnem substratu
2. Izpeljali zvezo za določitev kritične napetosti glede na koeficient podlage.
3. Opravili smo več numeričnih simulacij gubanja s kontinuumskim modelom.
4. Ugotovili smo, da je model podlage po Winklerju nezadosten za opis interakcij
med ploščo in substratom. Deformacija ene točke podlage bo vplivala na sosednje
tudi preko same podlage, zato bi za bolj popoln model morali uporabiti bolj
zapletene modele podlag.
Predlogi za nadaljnje delo
Pri izpeljavi obstaja možnost poglobitve v reševanje splošne rešitve za gubanje, saj je
iz simulacij razvidno, da čeprav je obremenitev osnosimetrična, končna deformirana
oblika nikakor ni. Prav tako bi lahko osnovno Föppl–von Kármánovi enačbo kombini-
rali z drugačnimi modeli podlage, ki bolje opǐsejo interakcijo plošče s podlago. Poleg
tega so dobrodošle nadaljne raziskave o zvezi med koeficientom podlage in ostalimi
materialnimi parametri. Trenutne enačbe napovejo pravilen potek vrednosti, njihova
natančnost pa bi se lahko izbolǰsala.
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[10] U. Römling, C. Balsalobre: Biofilm infections, their resilience to therapy and
innovative treatment strategies. Journal of internal medicine 272:6 (2012) str. 541–
561.
[11] J. Costerton, L. Montanaro, C. R. Arciola: Biofilm in implant infections: its pro-
duction and regulation. The International journal of artificial organs 28:11 (2005)
str. 1062–1068.
[12] N. W. Murray: When it comes to the crunch: The mechanics of car collisions.
zvezek 1 World Scientific, 1994.
27
Literatura
[13] C. M. Stafford, S. Guo, C. Harrison, M. Y. Chiang: Combinatorial and high-
throughput measurements of the modulus of thin polymer films. Review of Scientific
Instruments 76:6 (2005) str. 062207.
[14] A. Schweikart, A. Fery: Controlled wrinkling as a novel method for the fabrication
of patterned surfaces. Microchimica Acta 165:3-4 (2009) str. 249–263.
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[16] S. P. Timoshenko, J. M. Gere: Theory of Elastic Stability. McGraw-Hill, New
York, 1961.
[17] J. N. Reddy: Theory and analysis of elastic plates and shells. CRC press, 2006.
[18] S. P. Timoshenko, S. Woinowsky-Krieger: Theory of Plates and Shells. McGraw-
Hill Kogakusha, Tokyo, 1959.
[19] A. D. Kerr: Elastic and viscoelastic foundation models. Journal of Applied Me-
chanics 31:3 (1964) str. 491–498.
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